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Ueber die vierfacli periodischen Functioueii 

zweier YariabelQ, 

aafdiesiohdieTheoriederAbei'sQliealraasodadeiitdiistätzt. 

Von 

C. G. J. Jacobi, 

«rd. Prof. d. Math, sa Königsberg. 



1. 

In den »Fnndamenta Nova Functionam EUipticarum« 
habe ich darauf hingewiesen (pg. 85j^ dass eine doppelte 
Periode die allgemeinste Periodicität umfasse, die in der Anar 
lysiB gebildet werden kdnne« Dies soll im Folgenden genauer 
untersucht werden. 

Periodisch nenne ich eine Function wenn ee eine 
GonBtante % giebt, sodass fttr ein beliebiges u 

Die Constante % nenne ich den Index der Function. Es ist 
aber offenbar, dass aus einem Index unzählige andere hervor- 
gehen, da jedes beliebige positive oder negative Vielfache 
selbst ein Index ist. Von allen diesen nenne ich den, von 

dem kein aliquoter Tbeil Index der Function ist, den eigent- 
Uchen Index. In den Elementen werden die periodischen 
Functionen sin behandelt, deren eigentliche Indicea resp. 

2?r, 27tV—\ sind. 

Nun nehmen wir an, wofür ein erstes Beispiel bei den 
elliptiBehen Functionen nachgewiesen ist, dass die Function k{u) 

1* 
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4 C. G. J. Jacobi. 

zwei Perioden habe, die sich nicht auf eine zurückführen lassen. 
Ihre Indices seien t, i\ sodass die Gieichnngen statt haben: 

k{u + i)^ l[u) ^{u + i'j =^{w) , 

ans denen, wenn m' irgend welebe ganze positive oder 

negative Zahlen bezeichnen^ die allgemeinere Gleichung 

A(« + mi + m'i') k{u) 

folgt; d. h. auch mi + ?n'i' wird ein Index sein. Zuerst nun 
ist klar, dass man die Indices ah unte?- einandet' incommen- 
surabel annehmen mim. Denn wäre J ihr grösstes gemein- 
sames MaaBSy so könnte man 

setzen, wo «ti, m' ganze relative Primzahlen bezeichnen. Daher 
können wir zwei andere Zahlen n so bestimmen, dass 

[56] mn + *»'«'= 1. 

!Nan aber folgt der Index 

und da aus diesem einen die Indices /, i' als seine Viel- 
fachen hervorgehen, so sehen wir: wen7i die Indices zweier 
Perioden einer Fufiction unter sich commemurahel sindy so 
gehen die beiden Perioden auf eine einzige zurück^ deren 
Index das grösste gemeinsame Maass jener ist. 

Da in dem Vorhergehenden gezeigt ist, dass der Quotient 
zweier Indices , die nicht ans einem hervorgehen, nicht als 
rationale GrOsse angenommen werden kann, so ist auch weiter 
leicht einzusehen, dass man ihn nicht ah reelle Grösse an- 
nehmen darf. 8ei nämlich 

% =f eJ , i' =s e J , 

wo t , f' reelle, unter sich iucoramensurable Grössen bedeuten, 
so lassen sich zwei solche ganze positive oder negative Zahlen ' 
ni linden, dass 

ms + m*t s= «" 

kleiner als irgend eine gegebene Grösse wird. Dann wird 

l[u + mi + m'»') = l[u + i* J) = 'k[u\ , 
■iMürde also die Function A(t^) einen Index haben, der kleiner 
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Ueber die vierfach periodischen Functionen etc. 5 

als irgend eine gegebene Grösse ist und daeh nicht ver- 
Bohwindet. Das aber kann nieht sein. 

Ans dem Vorstehenden folgt, dass, so oft von Perioden, 
die nieht auf eine znrQckgehcD, die Indices imaginftre Grössen 
sind: 

i==a + h y— l i' = a' + b' \—i , 
wo a, by a\ h' reeile Grössen bezeichnen, niemals 

ab— a'b = ^ 
sein kann. Dann nftmlich würde der Qnotient der Indices 

' « 

eine reelle Grösse sein. 

2. 

Untersuchen wir nun, ob eine Function drei Perioden 
haben knnn, die sich nicht aus zweien zusammensetzen lassen. 
Seien die Indices dreier solcher . Perioden 

« = a + ^V^ , % =a' + b'V^\ , i"^a;' + b"Y~\, 

wo bj a\ b\ a*\ V reelle Grössen bedenten. Wir setzen 
nach dem Vorhergehenden voraus, dass von den Grössen 

ab" — a"b\ d'b^ab", ab'—a'h 

keine verschwindet. Denn sonst würden sich entweder zwei 
Perioden anf olno reduciren, was jrecren die Voraussetzung ist, 
oder die Function würde einen iudex haben, der kleiner ist, 
als irgend eine gegebene Grösse, ohne doch zu verschwinden, 
[57] was absurd ist. Zunächst nun bemerke ich, dass sich 
jene drei Grössen nicht wie ganze Zahlen verhalten, oder 
nicht durch dieselbe Grösse gemessen werden können. 
Nehmen wir nämlich an, es verhielte sich 

a'b" — a:'b' : ab ~ ab" : ab' a' b ^ m : m' : m", 

wo in, m'j m"*) ganze Zahlen bedenten, die wir als von ge- 
meinsamen Factoren befreit annehmen. Dann ist 



*) Hier und weiterhin nehmen wir die ganzen Zahlen sowohl 
als positiv, wie auch als negativ an. 



6 0. 6. J. Jacobi. 

ma + m'a' + m'V s= 0 , 

mb + m'b' + m"b" = 0 , 

und ebenso aaeh 

mi + m'i' + m"i" = 0 . 

Sei / dae grdsste gemeinsame Maass von m\ rn\ das an m 
prim sein mnss, da die drei Zahlen m\ fri* nicht doroh 
dieselbe Zabl ^etheilt werden; dann wird anch 



fnt \tn , m .„\ 



tnt 

ein Index der Function. Da nun die Indices i nnd unter 

sich commeusurubtil äind mit dem grogsleu gemeinsamen Maass 

t t 

SO wird anch Index sein, wie in § 1 bewiesen ist. 

Es mdgen nun zwei Zahlen vi' so ansgewähU werden, dass 

»» «I , ^ f . 

jn+jn -1. 

dann, sage ich, setzen sich die drei Perioden ans zwmen 
ansammen, deren Indices 

j nnd fi'i'-^n'i" 

sind, da sich ans diesen der Index i nnd anch die flbrigeii 
Indices i\ i" znsammensetaen. Man hat nämlich 



— niH y + -j- \ii i — n%) 

= h' i' + j- »•"] + j- (»"»•'—«'»") = 

ff 

= ft" J^^l f ' + ^ ,"J _ ^ — = t" . 

iVlso, wenn sich die drei Grössen 

a'b" — a"b', a"b — ab\ aV ^ d b 
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Ueber die vierfach periodiscben Functionen etc. 7 

veriialten wie ganze Zahlen, oder, was dasselbe ist, loenn 
rrij m\ m" ganze Zahlen bezeichnen und zwischen den In- 
dices i'y i" eine Gleichung 

besieht, so lassen sieh die [58" drei Perioden aus zweiefi zu- 
sammensefzefK odpv div Fmu t/ioit ist nur zweifach periodisch. 

Ich bemerke an zweiter Stelle, dass, icetvn a, of', a" ganze 
Zahlen bedeuten^ auch keine Gleichung der Form 

a [a'b" — a"b') + a' (a" J — ab") + a" [aV — a'b) = 0 

bestehen kann. Denn nehmen wir secbs gans beliebige andere 
ganze Zahlen 

ß\ ß"-> r, 7, 7", 

an und setzen 

u = [y a — y a i a -i- [y a — ya ja + (ya — y a]a , 

V == (y'a" - fa'] b + {fa — ya") b' + {ya' — /a) b", 
v' = {aß" — aV) h + («7 — (xf] b' + (aß' — uß] V\ 

so werden auch 

Indices der vorgelegten Function sein. 
Setzt man nun 

c = aiß'f-ßy) + a'iß^y^ß/') -h cc"{ßy'^ß'y) , 
80 findet man 

uv'—u'v = B[a(a'b"^a''b') +a'(a"d— a^) +«"(öi'-~a'6)]. 

Hieraus folgt, wenn der Klammeransdmck verschwindet, 

ue' — u' V = 0 , 

Dass aber diese Gleichnng nnr statt haben kann, wenn die 
Indiees 

commensurabel sind oder aus einem Index hervorgehen, hfiben 
wir im § 1 gesehen. In diesem Falle kann man, wenn/^y ' 
ganze Zahlen bezeichnen, setzen 

J\u 4- t>y=I} —/'{u + v'V—i) = 0 , 

y 
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S C. G. J. Jacobi. 

eine Gleicbang, die unter Binsetzmig der Wertlie von v, u\ v' 
die Form annimmt 

wo m, m', fd* ganze Zahlen bedeuten; dass dies nicht an- 
gängig ist} haben wir gezeigt. 

3. 

Nach diesen Vorbereitungen werde ich nnn zeigen, dass, 
wenn die drei Perioden sich nicht auf eine mrürlxf ahren 
lassen^ man immer ganze ZaMen m, m\ ttC bestimmen kann^ 
sodass jeder der beiden Ausdrücke 

m a -Y m a 
mb + m'b' + m'b" 

kleiner wird als irgetid eifie gegebene Grösse ^ oder dass 
die vo7'geicgie Function 59] einen Index hat, der Metner 
isf^ als irgend eine gegebene Grösse, ohne jedoch zu ver- 
schwinden. 

Ich setze der Kürze halber: 

4 

fib" — a^b' = A , a"Ä — a¥ = Ä, aV — a'b = A" , 

sodass 

aA + a'Ä + d'A!' = 0 , bA-^ VA! + WA' = 0 . 

Bezeichnen ferner a, a\ a" ganze Zahlen, so setze ich 

A, . ^ €t A ff 

-A " -i « 

sodass 

aa H- a'a! + = — \a^l -f aJ\ , 

ab + a'v -f- üTw = — \yj 4- y'J] . 

Nun kann man die Zahlen or, a* so bestimmen, dass J kleiner 
als irgend eine gegebene Grösse wird. Ferner Iftsst sich naeh 
Bestimmung von a die dritte Zahl a" so annehmen, dass 
ohne Rücksicht auf das Vorzeichen 

wird. Bestimmt man so or, a', a", so werden die obigen Aua- 
drücke der Reibe nach absolnt genommen kleiner als ^d* 
b". Sind also die Grössen a, a \ d' und 6, V V ge-- 
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lieber die vierfach periodischen Functionen etc. 9 

geben, so lassen sich immer ganze Zahlen a, a\ a" derart 
destimmeny dass^ wenn 

= aa + a'a + a"a", = ad + a'V + 
gesetzt vnrdj zugleich 

wird, ohne Bücksicht auf das Vorzeichen, 

Eb m5ge nun der Reihe nach gesetzt werden 

l^a' + ß'a" + ß"a"' = a^\ ßb' + ß'b" + ß"b"' = b^\ 



Nach dem Vorhergehenden lassen sich die Ooefäcieoten dieser 
Gleichungen ß, y etc., ß\ y etc., /?", /' etc., so annehmen, 
dass ohne Rttcksicht anf das Vorzeichen gleichzeitig wird 

a^v < 1 < ^oF' , ßVi ^ ^^v etc. 
^ < i < < i*^ etc. 

Daraus folgt, dass die Glieder der beiden Keihen 

a", a\ €p ^ a^, a^^, ... 

b% y", z,vi^ 

bei gentigender Fortsetzung kleiner werden, als irgend eine 
gegebene Grdsse. 

[60] Seien die entsprechenden Glieder ftW der 

beiden Reihen kleiner als eine gegebene Grösse. Betrachtet 
man die Bildung der (ileichungen, durch die jene Grössen von 
den vorhergehendeu abhängen, so eihellt ohne Mühe, dass 
man sie durch die Grössen ö, a', a und b' ^ b" vermöge 
der Gleichungen 

M»») = 4- m'V 4- w»"*", 

ausdrücken kann, in denen die Coefficienten ;;?, m' , m" ganze 
Zahlen sind. Man erkennt ferner, dass diese Coefücienten in 
jeder der beiden Gleichungen dieselben sind, da die Grössen 
a(**), M") bez. durch dieselben Gleichungen von den ihnen 
vorhergehenden abh&ngen. Hierdarch ist bewiesen, was be-* 
haaptet war, dass man positive oder negative ganze Zahlen 
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m, m\ rd' so bestimmen kano, dass gleichzeitig jeder der 
beiden Ansdrttoke 

Twa + m' a -f- wl' a 

kleiner als eine gegebene OrOsse wird. 

Der bezeichnete Algorithmns, durch den die Glieder der 
beiden Reihen nach einander gefunden werden, wiid nicht 
gestOrt, wenn ein Glied der einen Reihe verschwindet. Dann 
fireilich wird das nächste Glied nicht kleiner als die Hälfte 
von diesem, da es nichts kleineres als ein verschwindendes 
Glied giebt, wenn mau von den Vorzeichen absidit. Aber 
man erkennt leicht, dass, wenn ein Glied der eineu Reiiie ver- 
schwindet, man das nächste kleiner als irgend eine gegebene 
Grösse machen kann. Sei beispielsweise a" = 0, so findet 
sich das nächste Glied 

a = — aJ , 

wo / kleiner alö irgend eine gegebene Grösse e-emacht werden 
konnte. Tnter Benutzung also dieses Gliedes und unter Vor- 
habe irgend einer kleineren Grösse wird man den Algorithmus 
fortsetzen , bis auch die Glieder der anderen Reihe kleiner 
werden als die gegebene Grösse. Es können aber nie zwei 
entsprechende Glieder der beiden Reihen zugleich verschwinden. 
Denn wäre gleichzeitig 

a(«) = 0 , == 0 , 

BO gäbe es Zahlen m\ fd\ fttr die zugleich 

a(«) =^ ma H- m* a* + m = 0 , 

und gleicherweise 

• I ' •/ I ff 'ff r\ 

m% + m i -\- m i = 0 . 

Dass aber dies nur stattfinden kann, wenn sich nicht die 
drei Perioden ans zwei zusammensetzen lassen, haben wir im 
§ 2 gesehen* 

Der bezeichnete Algorithmus setzt femer voraus, dass 
niemals 

[61] was folgeudermaassen klar wird. Sei nämlich 

^)^pa-\- p'a' + Z'a" , ^C»**) = ph + p' b' + ph\ 
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Dann wird 

+ (mp' — mp) [a b' — a'h) . 

Biese Gleichung kann aber^ wie im § 2 gezeigt ist, nicht 
statt haben. 

A. 

Setzen wir 

so ist klar, dass e'", t^, etc. Indices der vorgelegten Func^ 
tion werden. Wir haben mithin einen ganz bestimmten Algo- 
rithmus angegeben, durch den aus drei «'etrebenen ima^nnären 
Indices eine uih ndlicbe Reihe von Indices gebildet wird, deren 
reeller und imaginärer Tbeil zugleich kleiner als irgend eine 
gegebene Grösse wird , ohne doch gleichzeitig verschwinden 
zn können. Daher ist allenthalben unumstösslich bewiesen: 
wenn eine vo7'gelegte Function drei Perioden hat^ so lassen 
eich diese entweder aus zweien zusammensetzen^ oder die 
Function hat cine/i Index, der kleiner ist als jede gegebene 
Grösse, Da dies abaard ist, so gieht es keine dreifach perio- 
dische Fktnction, 

Man sieht also, dass wir mit gatem Hechte gesagt haben, 
dass eine zweifache Periode die gesammte Periodicität erschöpft. 
Aber das gilt nur yon Fanetionen einer Yariabeln. Betrachtet 
man Functionen mehrerer Veränderlichen, so braucht man bei 
weitem nicht bei einer zweifachen Periode stehen zn bleiben. 

Beispiele von Functionen mehrerer Variabein, die mehr 
als zwei Perioden haben, bieten diejenigen Functionen dar, 
die ich zuerst in den »Commeuhitiuncula de tra7rsrende7itibus 
Abelia?iis€ (Cr. J. Band IX. pag. 394) betrachtet lialie. Aber 
dieser wichtige Gegenstand muss nochmals giüudiicher er- 
örtert werden. 

Sei 

2A 

u= C-\ (f A^ sin 2(f + -^2 ^^f + -^a sin 6r/' + • " 

eine für alle reellen Werthe von (p convergente Reihe. Setzen 

wir fest, dass x eine völlig bestimmte Function von iin^fp 
ist, z. 13. eine rationale Function. Aendert mau (f in (f + /r, 
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12 CG. J. Jacobi. 

so wird X nicht geändert, wohl aber wird u m a-^^ %A über- 
geftthrt. Wenn also 

so folgt 

Es wird daher 'k^u) eme peiiodiäche Function sein und ihr 
Index 1A. 

Betrachten wir nun folgendes Integral 

(«4- ß^) da; r*{a+ßz)dx 

[62] wobei x^, A^, /f'^ reelle positive (lir.sseD, kleiner als die 
Einheit, bezoichuen. Wu uiiu laucheu mm die Werthe, die 
dieses iutegral bei wachäendem x für reelle Werthe zwischen 
— oo bis + ^ annimmt. Sei 7.^ ^ fJ-^ so unterscheiden 
wir 6 Intervallei innerhalb derer x sich bewegen kann: 

1. — oo»'-0, 2. 0'--l, 3. l''-^f 

Im ersten, dritten und fünften Intervalle wird der Werth von 
X negativ, im zweiten, vierten und sechsten positiv sein. 
Fragen wir nun, wie sich x in den einzelnen Intervallen so 
durch sin^ (p ausdrückt, dass sich das vorgelegte Integral u in 
eine unendliche convergente Reihe der bezeichneten Form 

2A 

tt — C H q> + Ai sin 29p + ^28104^ + ^3810697 + • • • 

entwickeln Iftsst. Wenn dies geschehen ist^ setze man x = k{u) 
und hat dadurch in l{u] eine periodische Function mit dem 
Index nämlich 



0 

1*^. Wenn der Variabein x ein negativer Werth zukommt, 
so setze man 
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wächst X von — oo bis 0 , so nimmt (p von 0 bis zu. 
Fuhrt man die Sabatitatioii ans und setzt der Eflrze halber 

SO findet man 

(c^ H- ßx) dx 



2_r'f [(^ + a^2)gin2y — ^]dy 

^Üo |/|^(i-a'28inV)(l-^^'BinV)(l-^^ 



Setzt man 



'o 1 _u'28inV)(l— ^-^^^in V)( l— ^^^^^^^^^ 



80 wird nun 



[63] fl:= 



]/[(l-M'^ainV)( 1 -^'sin V)( l-^'sin V)] 



leb bemerke nun, dass ein Integral der Form 

y (m + w sin^ ^) d <jp 



V[(l — jp^sin^y) (l — ^2 8in2^^) (i —r^sinV; 



sofern p^^ g^^ reell und kleiner als die Einheit sind, sich 
immer in eine eonvergente Keihe der Form 

— g> + Ai Biik2q> + A2 Bin 4g> + am , . , , 

TIC 

entwickeln Ulsst, wo 

[m -f- n 8in2(/}) Hcp 



_ [m -4- n 

Jo yra — ö*Bin2a>)ri — 



Bin^y) (l — sin*^) (l — sin2y)] 
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Daher kann man u in der verlangten Weise entwickeln; und 
68 wird 

e = -7^, ^-=1/, V— 1. 
V— i 

Setzt man also x s= A(t«), so wird A(t<) eine periodische Fanc- 
tion mit dem Index 2uiV — 1 sein, oder 



2**. Liegt X zwischen 0 und i, so setze ick 
es wird 



Jq yd — sin*a>) ii — l^wi 



V(l — x*^ sin^y) (1 — »in2y) (1 — (i^ mi^^) 
Set&t man also 

Jo V ( l^^-^ sin *^ 9> J (T sin^^y ) ( l — 



fi^sin^^) ' 



so lässt sich u in die bezeichnete Form entwickeln, deren 
Coefficienten 

C==0, A^Uf 

sind. Es wird deshalb 2?^2 andere Index der Function 
z = k{u) sein, oder man hat auch 

l{u + 2^2) = A (w) . 
3^. Liege nun x zwischen 1 and — , so setze ich 



cos^^ + sin^ ^ i — x'* sin^^) 

Da nun das Integral u von u bis x genommen wird, so zer- 
lege ich das Intervall in 2 Theile, den einen von 0 bis 1, 
den andern von 1 bis x. Dann finden wir nach AusfähruDg 
der Bubstitution 
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'f. 



[64] Setzt man 



/•»' ja +ßz]i x 
*^^Jx 



SO lääst sich u in eine Heike der vorgelegten Form entwickeln, 
deren erste Ooefficienten 

sein werden. 

Daher hat die Function x=^l(u) auch den Index 2t% 
oder es ist aneh 

k(u + 2tt3y— IJ = kiu) . 
4°. Gehen wir nun zum vierten lotervall zwischen -4- 

und -j^ über; hier setze ich 

^ l'^ eos^y + x'» sin^y ^ ^ — (x^ — A^) sin^ y 
x«A'2 cos^y 4- A«x'« tanhp xU'^— (x*— A«» sinV * 

l 1 

sodass, wenn x von ^^'^ ^ . wächst, q) von 0 bis — zn- 

nimmt. Nach AusführuDg der Substitution geht das vorgelegte 
Integral über in folgendes: 

p'^ (a-hfix)dx r — 2 

-'ü yx x;/3yx2 — ^3 
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Da sich dieses wiedorum in die angegebene Fuim entwickeln 
lässt, so bat man unter der Bezeichnung 



i. 



[;/2^az2 4-/?) — (x2 — A2) 3in2(/i]dr/) 



als erste Coefficienten der Entwickelung 

C = + y 1 , A = U4j 

sodass also die FnnetioD :r = A(t^) den Index 2f#4 hat, d. h« 

5^. An fünfter Stelle liege x zwischen nnd und 

in diesem Falle setzen wir: 

fx2 — /f"^; cos'^f/) -f- (yß — A2) siu-f/ 



5, a? = t; 



^2(x2 /i^J C0S2^ 4~ ^t2^3^2 ^^'ij »iü^^ 

— — (i* — sin^f^ 
sodass, wenn x von bis w&chst, ^ wieder von 0 bis 

TT 

— zunimmt [66] Ffllirt man die Substitution aus, so er- 

hält man: 

2 y—\ 



^ [(x2— ^2) (aA^ + /^) — (A^—^t^) (ax2+/^)8in2y]dy 

Auch von diesem Ausdruck ist liilar, dass er sich in die 
bezeichnete Form entwickeln iässt und 
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1. 

» [(x^— iit»)(«Ai + ^) — (Z.^— ^'i (ax'^+/j)sin''y](ly 
gesetzt wird, ao sind die Coefficienten der Entwickelang 

C ^ U2 + y — i — «4 , -dt ^ 1 . 

Daher hat die Fanction x ^ k{u] auch den Index 2u^V — i 
oder es wird 

}.[u+ 2u^y—\) = l{u) . 

6". Wenn sich endlich x im 6^®^ Intervalle zwischen 

und 00 bewegt, so setze ich: 

l — 

und es l^ommt 

Wenn man, was erlanbt ist, diesen Ansdruck in die bezeich- 
nete Form entwicl^elt und setzt 

80 werden die ersten Coefficienten der Entwickelnng 

Ottwftld*a XlMtiker. 64« 2 
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und die Function x := l(u) wird auch den Index 2 haben 
oder es wird 

X{u + 2tte) » it(t#) . 

Wir haben also unsere Aufgabe bereits gelöst und gezei^^t. 
wie $ich für alle reellen Werthe von x das vorgelegte Integral 

_ r^" (g + ßx) äx 

[66] in eine convergente Heihe der Form 

2 A 

u = C -\ >q)'\-A*sm2fp + Ä' sin 4 <]p -|- ^'"sin 6fip + • 

entwickeln lAsst. Und die sechs nntereinander verschiedenen 
Entwickelungen, die wir für die sechs Intervalle, in denen 
sich X bewegen kann, aufgestellt haben, lieferten ebensoviel 
Indices der periodischen Function = A ^z). 

5. 

Im Vorhergehenden haben wir fflr die einzelnen Intervalle 
solche Substitutionen angewendet, durch die das vorgelegte 
Integral immer in dieselbe Form 



I [ilT-- /^2lin2f/-; I <^^'sin"^T/)) (l — sin*f/))] ' 
übergeht, wo q^^ kleiner als die Einheit sind; zugleich 

TT* 

wächst (f von 0 bis ~ , während x von der unteren Grenze 

des Intervalles bis zur oberen wächst. Dasselbe kann fttr die 
einzelnen Intervalle auch durch eine andere Substitution von 
der Form 

d -\- e sin^cp 
^/+ ff sin^<JP 
erreicht werden, sodass, wenn die Variable x von der unteren 

bis zur oberen Grenze zunimmt, zugleich g> von — bis 0 ab- 
nimmt. Allgenieinei Imt IHchelot in einer Abhandlung, die 
bald das Licht erblicken wird, gezeigt, dass, wenn „V irgend 
eine ganze rationale Fuuction f)***" Grades darstellt, die in reelle 
Uneare Factoren zerlegt werden kann, das Integral 
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(a + ßz)dx 



durch 12 reelle Subatitutionen von der Form 



auf die Form 



(m + « f^VL^(p) d(p 



gebracht werden kann, wo reell, positiv und kleiner 

als die Einheit sind. Üerbelbe hat das auch auf den allge- 
meinen Fall angewendet, wo X von irgend beliebiger 2;^^^' 
Ordiiuiis: ist. Auf denselben Fall Hessen sich daher auch die 
vorstehenden Ketraclitungen ausdehnen. Uebri«:ens konnte man 
durch unzählige andere Öubslitiitionen zu einer Integraitorm 
gelangen, die eine Entwickelung in eine convergento Reihe 
nach den Cosinus oder Sinus von Vielfachen desselben Winkels 
gestattet, eine Entwickelung, die allein hier nötbig ist. Doch 
[67] kann man nicht durch andere Substitutionen zu anderen 
Indices gelangen, es seien denn solche, die sich ans den von 
nns angegebenen zusammensetzen Hessen. 

Aber jene Indices, die wir bezeichnet haben, von denen 
drei reell, drei imaginär sind, stehen iil solchen Beziehnngen, 
dass ein reeller aus den heiden anderen reellen, ein imaginärer 
ans den beiden anderen imaginären sich zusammensetzen lässt. 
Im Folgenden wollen wir dies beweisen. 

Das vorgelegte Integi*al 

(ö 4- ß^] da; 



vx 

ist nur bestimmt, wenn für die einzelnen Intervalle über das 
Vorzeichen der Wnrzel eine Festsetzung getroffen ist. Da 
nun für jedes nächste Intervall ein neuer Factor des Kadi- 
canden das Vorzeichen ändert, so haben wir festgesetzt, dass 

dadurch immer eine Multiplication mit derselben Grösse V — 1 

1 

entsteht, sodass dem Ausdrucke — = in den bezeichneten Inter- 

vx 

Valien die bez. Vorzeichen 



— v-i, +, +V-1, —, -y—i, +, 

2* 
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zukommen, wenn E&an auch das Toi?e$€tzte I — ^1 zu den 
Vonckkea siUea daif. ^«ch diesen Besümmongen gelangen 
wir nter ABveadour jcbo obea aagefikrtM Werthe äff, % etc. 
n der Gkkko^ 

f a^ßx äx 



j: 



1 

Di» oüo iir — iiü Stelle von x die beiden Grenieji zusammen- 



fülea« M enekliesst skk ns die Besiekup 



oder 

-T- = «3 5 -r- «I, = W| , 

oder vas dasselbe ist: 

c ;:?.r dx . g -}- ix dx a ^ dx 

IS 

/»i g-Up^x dx , r*^ g + ^x dx / g — ix dx 

wobei } — A and > A iflu&er positiv genommen werden. Dm 

jedoch w^gen der Zweidestiskeit des Radicaies I X ein an* 
derer Beweis der vorstekcDdea beBerkesswi^tkea Fmnieln 
erwtBsekt Ist» so woUea wir sie aas eiaesi speddlea Falle 
des ^^efscken Tkeorems kerlelten. Diec aiöektea wir kier ge- 
naner aaseiiiaiideisetieii. 

[68 6. 

Betrachten wir folgende knbiacke Gielchmg 

deren drei Wonela wir als FonctioneB Ton A auffassen. Sei 
wieder 

wenn h positiv ist, so erhält iür 
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1 1 1 
-oo, 0, l, ^, -i-oo, 

die Function f{x) die Zeichen 

A^^^P Mi^HaM iwLn aMilaw «mmmb «p^^^b- i^im 

> 1111} 1 1 ^ * 

Daher sind die 3 Wurzeln der kabisehen Gleichung reell, eine 
zwischen 0 und 1, die zweite zwischen und , die dritte 

zwischen ~- und + oo. Wenn h negativ ist, so wird die 
Function f(x) für dieselben Werthe von x mit den Zeichen 

der Reihe nach behaftet. Auch in diesem Falle sind also die 
3 Wurzeln der kubischen Gleichung reell, die erste negativ, 
die übrigen positiv, und zwar die zweite zwischen 1 und 

~ , die dritte zwischen und gelegen, 

Differentiirt man die vorgegebene Gleichung, so kommt 
leicht 



_ t _ x^--;ii^ «2 

Diese Formel lehrt, 

1. wenn h positiv ist and x entweder zwischen 0 und 1, 

oder zwischen und }- , oder zwischen — ^ und 

x^ ' ft^ 

00 liegt, 

2. wenn ^ negativ und x entweder negativ, oder zwischen 

1 und oder zwischen und ^ liegt, 

so wird der Ausdruck —r immer positiv. In beiden Fällen 

d/i 

mithin, mag h positiv oder negativ sein, werden alle 3 Wurzeln 
der kubischen Gleichung gemeinsam mit h beständig wachsen 
oder abnehmen. Nun aber: 
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für h ~ — 00 , werden die Wurzein — oo , 1 , 

- *= 0. ^ - - - 0, ^, ^, 

- Ä — +00, - - - 1 ^ _^ H-oo, 

[69] Wenn wir daher in jedem Falle die Wurzeln mit c 
bezeichnen, und zwar als erste, zweite, dritte Wurzel der 
Grösse nach geordnet, so sehen wir, dass gleichzeitig und 
continuirlioh wachsen: 

1 1 

h von 0 bib -H oo , a von 0 bis i , h von ~ bis -r^, 

c von 4: bis + oo , 
h von — 00 bis 0 , a von — oo bis 0 , h von 1 bis 

<? von -r- bis — . 

Ar* jW^ 

Daher wachsen auch gleichzeitig und stetig: 

h von — oo'bia + oo , a von — oo bis 1 , h von 1 bis 

o von ^ bis + oo . 

Nun setzen wir fest, dass, wenn h von Äq bis //, wächst, 
zugleich a von cfo bis a| , b von bis bx , c von Cq bis Ci 
wachsen. Setzt man 

80 folgt durch Diti'erentiation der vorgelegten Gleichung 

f[x)diX—{\ —x) [\ —X^x)U = 0 , 
oder wenn mau substituirt 

(\^x)(i—X^x)Vh= ' _ 

V[a:{i — x) (l — vi^x] (l — }i^x){l — fi'^x]] = VX 

und mit a + ßx mnltiplicirt 

(« 4- j^Ä:) da; (« + ßx]dh 
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Setzt man in dieser Formel an Stelle von x seine diei 
Werths Cy so entstehen die drei Formeln: 



yx yhf{a) ' 

K yx '~Jh, vhf(b) ' 

r' + ßx)^x (a 4- /^^) d// 

Da nun aber nach einem sehr bekannten algebraischen Satze 
g + . + ßf> , ^ + /^^ _ 

80 gebt, wenn man snmmirt und \h ftberall mit demselben 
Vorzeieben nimmt^ ans den drei obigen Formeln hervor: 

n''(a -\- ßx)^x r^'{a -\- ßx)dx 

-^''Jc. vx 

die wegen der Zweideutigkeit des Kadicals beizutiigenden Fac- 
toren e , , €2 bezeichnen entweder -j- l oder — 1 . 

Zur Bestimmung dieser Factoren £ , £1 , £2 heraerke ich, 

dass in unsere Reebnnng das Radieal VX an Stelle des 
Ausdruckes 

yx^ (i—xj[i'-i'^x]yh 

[70] in unsere Rechnung eingeführt wurde, ein Ausdruck, 
der mit demselben Yorzeichen behaftet ist, wenn x zwischen 

— 00 und 1 und auch wenn es zwischen ^ und + 00 liegt, 

mit entgegengesetztem Vorzeichen aber, wenn x zwischen 1 

und p liegt; oder für die erste und dritte Wurzel, a und r, 

hat es das gleiche Vorzeichen, für die zweite Wurzel b da- 
gegen das entgegengesetzte. Daher darf man setzen 
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Dadurch wird uDsere Gleichung 



Iii dieser Gleichung müssen die drei Radicale VX $ait dem- 
selben Vorzeichen genoiamen werdeu. 
Wir sehen auch^ dass 

und 

zDsammengehörige Werthe sind, die den Werthen 

= 0 , Ä| = + oo 

entsprechen. Dann aber entspringt der vorgelegten Formel 

die Gleichung 

{a + ßx)dx r ' {ct^ßx)dx ^ f^"{a_+ ßx)dx 
Ferner wird gleichzeitig 

1 

ao = — oo , «^'o = 1 > ^0 ^ "X^ » 
entsprechend den Werthen von h • 

ÄO = — j =s 0 . 

Ana der aufgestellten Formel tiieast damit, wenn wir zugleich 
durch V — 1 dividiren: 

r + ß^) , T"' {ci+ßx)d x (a -I- /?a?)dÄT 

J^^ V=x |/:::öf ""A v-x * 



Auch in diesen Formeln müssen die Wurzeln I X und V — X 
mit demselben Vorzeiehen genommen werden. Dies sind die 
Formeln, die zu beweisen wir uns vornahmen und die wir 
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aus der obigen allgemeiDereii Fonnel über nnbeBtimmte Inte- 
grale hergeleitet haben. 

Bei der vorliegenden Frage war vorausgesetzt, dass h die 
Variable x nicht enthalte; das Yon Abel anfgestellte Theorem 
sttLtzt sich anf die viel allgemeinere Annahme, dasa h das 
Quadrat irgend einer rationalen Function von x sei. 

t71] 7. 

Im Vorhergehenden ist ilargethan, dass sich die sechs 
von uns aufgefundenen indices 

mit Hälfe der Formeln 

«1 + t#5 = «3 , t/j -1- «e — «4 

anf vier zurück fuh reu lassen. 
Als solche setzen wir fest 

u^, Wei ^iV — l, 1. 

Allgemein aber können weder nnd noch V — 1 nnd 

u^y — i auf denselben Index zurückgeführt werden, oder cä 
sind Ui und , sowie auch und .«5 unter sicli incommen- 
surabel. Daher wird die Function x = l{ti] vier Indices haben, 
die nicht auf eine geringere Anzfihl zurückgeführt werden 
können, oder sie wird vierfach periodisch srin. Dass e«< sclion 
keine dreifach periodische Function giebt, ist oben austühriick 
dargelegt. Dass aber dieser Fall, wo zwei incommensurabie 
Indices reell, zwei ineommensnrable imaginär von der Form 

titV— 1, %V — l sind, absurd ist, steht schon ans § 1 fest 
£s gäbe nftmlieh zufolge der dort angestellten Erörterungen 

für die Function x = /.{li. Indices 1 und A'V — 1 ^ wo A 
und X reelle Grössen nnd kleiner sind als irgend eine ge- 
gebene beliebis: kleine Grosse. Daher würde die Function 
ungeändert bb iben, während u alle reellen oder ima}2;inären 
Werthe anuLhinen könnte oder unter der Zahl der Wertlie, 
die u bei ungeäuderter Function annebnien könnte, wür- 
den immer etliche sein, die sich von irirend einer reellen 
oder imaginären Grösse um weniger unterscheiden, als eine 
beliebig kleine gegebene Grösse. Das aber ist absurd. 



26 C. 6. J. Jacobi. 

Zu noch mehr PeiioJeü kommen w ir, wenn die Function 
X, die unter der Wurzel stehtj zu höherem alö dem 5^" oder 
ßten (jrade ansteigt. Im Allgemeinen nämlicb, wenn X von 
der 2n^^ oder (2^ — 1)^^^ Ordnung iat und man aeUt 

yx ' 

wo y ./ ) irgend eine gegebene ganze rationale FnnctioB ist, 
erscheint x ab Function TOn ff mit 2n — 2 Indices, die aneser 

in Specialfällen nicht auf eine geringere Zahl zurückgeführt 
werden können; und zwar sind, wenn die Coeiücienten von X 
reelle Grössen sind, ;» — 1 reell, n — I imaginär. 

Auf dieselbe Weise nämlich, wie oben, wird im all- 
gemeiuen Falle das Folgende daigelegt. Öei 

X = x[\ — x] (l — x^x)(i — -/ix) .... (1 — '4n-l^] j 

wo 

die Gleichung Ordnung [72] 
x{i^Ti^x){ l— xIp)- • =Ä( I — ar)( l— xfap). - • •( 1— xl^) 

hat n reelle Wurzeln; bezeichnen wir diese der Grösse nach 
mit «1, 02 j . .. .flr„, so wird, wenn /f von — oo bis 0 und 
dann von n bis 4- oo wächst, von — cx> bis 0 und darauf 
von 0 bis 1 zunehmen; 

a« von 1 bis und sodann von Ar bis Ar, 
xi /.Ii' , 

aligemein 

von -7, — bis ^ und sodann von — bis -r-? — , 
und zuletzt 

von ^— und sodann von bis + oo . 

^2« — 5 '^'2m^4 ''•2« — 4 

Wenn nun, während h von bis h' wflchst, von bis ai 
znnimmt, so wird ans 



vx Ju:> v x ^u!? v x 
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wobei f(x) eine beliebige ganze rationale Fauction (« — 2)'^' 
Ordnniig bezeichnet. Ans dieser Formel gehen zwei specielle 
hervor 



t 1 



«'--V— X J\ y—x. Ji v—x 



1 



A «^t vx A vx 



• • • « 



1 vx 



In diesen Formeln sind die » Warzeln y X und V — X mit 
demselben Vorzeichen zu nehmen. Es werden die 2^^ hin- 
geschriebenen bestimmten Integrale, wenn man sie verdoppelt 

nnd bei den n ersteren VX an Stelle von V—K schreibt, 
die Indiees der Function X [u) sein, n davon reell und n 
imaginär, die dnreh die zwei vorhergebenden Gleichungen auf 

n — l reelle und n — l imaginäre zurückkommen ; nur in 
speciellen Fällen können sie auf eine geringere Zahl zurück- 
geführt werden. 



8. 

Aus dem Vorausgeschickten schliessen wir: 
-»gerade so wir die Kn itihof/im für denselben Simts mizäli- 
•»lige von einataier (jU i'hirvii abstehende ll 'crf/fp aitHvhmvn^ 
»gerade so wie es zu demselbeii Numerus wrzüidige Loga- 
»rithrrten giebt^ die von einander um dieselbe imaginäre 
tOrö-'ssc (ihstohen: gerade tso wie die elliptischen Integrale 
»für denselben Werth des 6'inus der Amplitude doppelt un- 
9 endlich viele JVerthe annehmen^ da ja sowohl ihre reellen^ 
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>tvie ihre imaginären Besfxmdthcilc ziifjleich utizuhUg vich' 
» Werthe erreichen^ die von einander gleich weit abstehen^ 
»[73] so führen die Abel' sehen oder hyperelliptischen Inie- 
^grale, ä, //. Integrale^ in denen unter dem Integralzeichen 
*ei?2e Quadrahfmrzel am einer Function von höherem eds dem 
^^ten (jrade steht , eine so starke VielfcichheU vofi Werthen 
>m%t sich, dass sie für willkürlich gegebene Grenzen alle 
^ beliebigen reellen oder imaginären Werthe annehmen, oder 
>da8S steh unter aU den Werthen, die dasselbe Integral für 
9 dieselben wiUhärlich gegebenen Grenzen annehmen kann, 
*immer solche beßnde7i^ die sieh von einem beliebten ge- 
*gebenen reellen oder imaginären Werthe tm weniger unter- 
l^ scheiden als irgend eine gegebene, noch so kleme Grösse,* 
Es ist aus dem Vorhergehenden klar^ dass, sowie X von 
höherem als dem 4*«^ Grade ist, x nicht mehr als analy- 
tische Function von u angesehen werden kann; auch sieht 
man nicht, wie aiaii die allgemeinen Methoden, auf deren 
Grund ehedem die analytische Trigonometrie und jüngst die 
Theorie der elliptischen Functionen aufgebaut ist, auf die 
u'l ^c/'schen Transcendenten anwenden könnte. Doch aus dieser 
gleichsam verzweifelten Lage giebt einen einzigen Ausweg eine 
Ueberlegiing, die wir von ganz anderen Betrachtungen aus- 
gehend in einer früheren Abhandlung [Cr. J. Bd. 9 S. 394 fgg.) 
auseinandergesetzt haben und die allein nach unserer Meinung 
geeignet ist, die AbePAchen Transcendenten in die Analysis 
einzuführen, und hier die Schwierigkeiten, die aus der Viel- 
fachheit der Integral werthe entstehen, hebt. Diese Saehe will 
ich mit einer leichten Aendernng knrz wiederholen. 



9. 

Sei wiederum X eine rationale ganze Function S**"* oder 
ßt«r Ordnung; wir wollen setzen 

Ja i/v Jh Vlc ' 



wo «, /l tt . ß' Conötante bezeichnen, z und y dürten 

als Wurzfiu einer quadratischen Gleichung 
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üx^^ U'x+ U"= 0 

betrachtet werden, wo CT, Z7', U" Functionen von u sind. 
Wenn nun u alä Summe mehrerer Integrale 

VX 

und zugleich u' aU Samme von ebensoviel Integralen 

J VX 

pebeii wird, die bez. zwischen denselben Grenzen j?enom- 
men werden: so .erhält mnn ans dem Ade/'^schan Theorem 
CT", U\ U" als rationale Functionen dieser Gronzen und der 

Werthe, [74] die VX fflr dieselben annimmt. Und in diesem 
Falle werden daher die beiden transcendenten Gleichungen 
auf algebraische znrttokgeffihrt. Dies ist die geeignete An- 
wendungsweise des ^^^rschen Theorems, wenn X den 5^^ 
oder 6^° Grad hat 

Ein sehr einfaches Beispiel dieses umfassenden Theorems 
haben wir oben gegeben. Es folgt nämlich aus dem früher 
Erkannten, wenn wir setzen 

X = x[\ — (1 — (i _ itx) [\—li'^x) , 

wo 1 > > ;> und unter der Annahme der beiden 
transcendenten Gleichungen 

n (u + ßx] dix r-f [a + ßx] da? (a + ßx) ^x 

VX J± \X '~J± VX ' 

iie« X« 

{a+ß'x)dx py {a+ß'x)dx {a' + ß'x]dx 

Jo VX Vx "^/l VX ' 

dass X, y sich durch z ausdrucken lassen als Wurzeln der 

quadratischen Gleichung : 

( ^z) ( ( i - x^jg) ( i -jti^a?) ~ g ( 1 -yL^z) ( 1 -ju^g) ( ( l->A^a?) _ 

X — z 

oder 
wo 
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Wir haben nämlich bewiesen, (laas eine andere transcendente 
Gleichung statt habe, weuu y, z Wurzeln der kubischen 
Gleichung 

sind ; aus ihr erhalten wir nach Blimination tob h mit Hülfe 
der Formel 

._z{ i-x^z]{ i-^^i^z) 

und nach Division durch x — Zj die übrigen Wurzeln Xj y 
aU Wurzeln der vorgelegten quadratischen Gleichung. Da 
nun jene Gleichung in keiner Weise durch die Constanten er, (i 
berührt wird, so genttgeu dieselben algebraischen Gleichungen 
zwischen x, y, z auch einer anderen transcendenten Gleichnng, 
in der sich statt a, ß andere Constanten a', ß' vorfinden. 
Auch würde nichts Neues hinzugefügt werden, wenn wir eine 
dritte transeendente Gleichung anreihten, in der wieder andere 
Oonstanten a fttr a, ß gesetzt sind. Denn wenn dnrch die 
zwischen z bestehenden Beziehungen den beiden vor* 

gelegten transcendenten Gleichungen genügt ist, so entspringt 
eine neue Gleichung 

[m + nx)^x f*y {m-+- nx) d x /' ^ Un + tt x] d x 



(m + nx)äx p (m + nx) d x __ /' 



Vx 

was auch die t'ouätanten m, n sein mögen, ganz von selbst 



[76] 10. 

Wir haben oben sechs Substitutionen der Form 



/ + ^sin^9 



gegeben, mit deren Hülfe wir in den verschiedenen Intervallen, 
zwischen denen x enthalten ist, das lotegral 
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in die Form brachten, die eine EDtwickeiung in folgende oon- 
irergente Eeihe gestattet 

^TT^T — ^ C + — (p + A' Bm2 q) + A" BinA ^ 

+ A'" din 6 ^ • • • • 

Da nnn jene SnbstitationeB keineswegs von den Constanten 
ay ß nbhftDgeD, bo wird in jedem Falle dnreh dieselbe Snb- 
stitntion anch fttr andere Constanten a\ ß' die convergente 
Entwickelung 

-f- ß " sin 6 -f- • • • • 

gefunden. Für einen gegebenen anderen Werth y erhält man 
durch dieselbe Subatitution oder durch eine andere 

die ftlr das Intervall, in dem sich y bewegt, anzuwenden ist, 
die folgenden convergenten Entwickelungen: 

L^'^,L_ = Ca + —i«/; -i- A, ain 2 (// + ^;'sin4 ip 

+ A'Tünexp + . . . . 
J. ^ + ^ + , ^, + ^j. 4 ^ 

+ B'C sin 6 I// + ... . 

Setzt man 

{a+ßx)äx n [a + ßx]dx ^ ^ 
/*^ («^ + |5f'a;)da; (a' + ß'x)dx ^ . 

Ja VX VX ^""^ 

80 erkennt man jetzt, dass bei Aenderung von <p in ^4-^^» 
von \ff m (p + m'7Cj wo m beliebige ganze positive oder 
negative Zahlen vorstellen, gleichzeitig 
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u in u + %mA + 2m Ai 

übergeht^ dass aber x und y beide angeändert bleiben. Hier 
sind A, Ai zweien von den früher angegebenen Beehs GröSBen 



«2, «3 V— l, —«4, — ttjl/IIT, we 



gleich) nnd zwar beide derselben oder verschiedenen, und 
Bi sind die Grössen, in die A, Ay [76] übergehen, wenn 
an Steile von ß gesetzt wird a'^ ß*. Wenn dabei jene 
sechs Grössen in die folgenden 



übergehen, so folgt, dass bei gleichzeitiger Aenderung von 

w in w -1- ■^== + 2m' U2 + 2m"u^y — i + 2m"u^ 
und von 

u' in u + + 2m' «4 + 2m"uiV^ + 2m"'u^ 

V — l 

sich y nicht ändern ; 7/?, m\ ?7i'\ ni* bezeichnen beliebige 
ganze Zahlen. Die Indices 2«, V — 1, und die ent- 

sprechenden 2«4V — i, 2tti haben wir weggelassen, da sie 
auf die übrigen zurückgeführt werden. Gefunden ist daher 
folgendes für die Perioden unserer Fnnctionen grundlegende 
Theorem: 

Fundamental-Theorem. 

Sei 

X = (1 — Tt^x) (1 — k^z) (1 —ii^x) , 

sei ferner 

Vj^ 'yzi^ —yt 
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1 



V. -CT"*'**' 



*4 > 



_ Y—X -^i. VX 

seien endlich Xj y betrachtet als Functionen 

t7o» Grössen u\ die durch die Gleichungen 

«^a VX A Vx 

Ja Vx Jb VX 

gegeben sind^ so wird sein: 

; /t* + mii V— l + m'ij + «i"t3 V-^1 + $4 ,\ _ 

/t^ + 7ni, V— l + /^^'«2 + m"/, V— 1^^+ ,\ _ 

W+ «»*{V— 1 + m'il, + ni'ik\ —1 -h / ' ^ ' 

welches auch die Werthe der positiven oder negativen ganzen 
Zahlen m', m'\ w!" sein mögen. 

[77] Die Art der Periodidtät, die im soeben ausge spreche-* 
neu Theorem erklftrt ist, hat nichts, was den Gesetzen der 
analytischen Functionen enwider liefe. Freilich lassen sieh 
immer Zahlen m'\ m*" so bestimmen, dass einer der 

beiden Ausdrücke 



u'+ m'ii + m'"i'^ + [mi[ + m"{',) V — l 
von einer beliebigen gegebenen Grösse 

nm weniger als irgend eine noch so kleine gegebene Grösse 
abweicht; doch kann dies im Allsremcinen nur dadurch er- 
reicht werden, dass Jene Zahlen über alle Grenzen wachsen; 

Ostwftld's KlM8ik«r. 61. 3 
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wenn also der eine Ausdruck der gegebenen Grösse fast un- 
endlich nahe kommt, so wird der andere zugleich unendlich 
gross werden. Daher sehen wir, dass in unseren vierfach 
periodischen Fnnctionen zweier Veränderlicher 



dann das eine Argument unbestimmt wird, wenn das andere 
ins ünendliehe geht. Das aber hat nichts Absurdes. 

Wir sehen, dass man für dieselben Werthe von y nicht 

nur das eine Argument um eine bestimmte Grösse ändern darf, 
während das andere ungeändeifc bleibt, sondern dass immer 
jedes der beiden Argumente eine Aenderung erleidet, so dass 
durch den Index des einen Arguments der des anderen durch- 
aus bestimmt ist. Das ist die charakt i i^ti ( he Ei^a iischaft 
dieser Art von Feriodicität, ohne die sie nicht bestehen künnte.^ 



Nach dem ^^«/'schen Theorem steht fest, dass wenn 



gegeben sind, wobei 6», 27», {/« rationale Functionen von 

Xj y, Vx^ y Y sind, wenn Y dieselbe Function von y wie 
X von X ist. Daher ist auch offenbar, dass man umgekehrt 
Xj y aus Xn^ yn durch die Auflösung algebraischer Gleichungen 
erhalten kann. Anch kann man aus dem fundamentalen Theo- 
rem bereits schliessen, dass deren Ordnung sein wird. Für 
n = 2 kann mau dies mit Htilfe des AöersdiQii Theorems 
beatätigen; und dasselbe Theorem liefert uns sogar leicht die 
Auflösung der Gleichung 16*«° Grades, die bei der Zwei- 
theilung [78| auftritt, durch blosse Ausziehung vou Quadrat- 
wurzeln. Das wollen wir bei anderer Gelegenheit weiter 
verfol^'"en. 

Wenn aber Transformationen gegeben sind, so schliesst 
man leicht aus demselben Theorem, dass man zur Multipli- 



Ä = ^(w, u') , 




11. 



X ~ ?^ [Uf u)f y — l' («, u') 
gesetzt wird, die Fnnctionen 

k (n«, nu') , y,» = k' nu') 

als Wurzeln der quadratischen Gleichung 
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cation gelangt, indem man vier Transformationen n^^^ Ordnung 
nach einander anwendet; daher wird die Gleichung vom Grade 
n% die bei der Zerlegung in n Theile erforderlich ist, auf 
vier Gleichnngen Grades znrttckgefflhrt, wenn man die 
Theiinng der Indlces als bekannt voranssetst. Diese aber 
hängt, wenn n Primzahl ist, wie man leicht schliesst, von . einer 
Gleichung der Ordnung 1 + w + + ab, die im Allge- 
meinen nioht lösbar ist, and von einer zweiten Gleichung 

n l 

der Ordnung — die eine Lösung zulftsst, sofern man die 

Wurzeln jener als bekannt voraussetzt. Auch wird, wenn n 
Primzahl ist, 1 + ;i ~ ?t- + n'^ die Zahl der Transformationen 
derselben Ordnung sein und von diesen werden 2(»+ 1) 
reell sein. 

Geschrieben 14. Febr. 1834, 
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Die bertthmte Abhandlung von Jacobi, die hier in deut- 
scher Uebersetznng den Mathematikeni vorgelegt wird, ist 
zuerst im 13. Bande des O^/Z^'schen JonrnaU im Druck 

erschienen, und trägt das Datum 14. Febr. 1834. Bin Vor- 
läufer ist die im 9. Bande desselben Journals gedruckte Ab- 
handlung vom 12. Juli IS 32 »Consideraliones generales de 
transcendentibus Abelianis«. Beide Abhandlungen sind wieder 
abgedruckt im 2. Bande der Gesammtausgabe von Jacobi% 
Werken. In unserer Arbeit legt Jarohi die ersten festen 
Grundlagen für die Theorie der mehrfach periodischen Func- 
tionen, die als die Umkehrungs-Functionen der algebraischen 
Integrale auftreten. 

Unsere Abhandlung behandelt zwei verschiedene darauf 
bezügliche Fragen. 

Den ersten Theil bildet eine Untersuchung über die Mög- 
lichkeit von Functionen einer Variablen mit mehr als zwei 
nicht auf eine kleinere Anzahl zurttckführbaren Perioden oder 
mit zwei reellen incommensurabeln Perioden. 

Jacohi leitet hier den Satz ab, dass eine Function einer 
Veränderlichen mit drei Perioden, zwischen denen keine Uneare 
homogene Gleichung mit rationalen Coäfficienten besteht, noth- 
wendig eine Periode haben muss, deren absoluter Werth, ohne 
gleich Null zu sein, unter einer beliebig kleinen Zahl liegt, 
oder, wie man sich kurz ausdrückt, eine unendlich kleine 
Periode, Dasselbe findet statt bei Functionen mit zwei Pe- 
rioden, die in einem reellen, nicht rationalen Verhaltnids zu 
einander stehen. Diese Beweise sind voUkommeu einwandsfrci. 
Nun aber sagt Jarohi mit kurzen Worten, ohne weitere Be- 
gründung, dass solche Fuuctionen unmöglich seien, dass ihre 
Annahme absurd sei (S. 1, 14), und dieser Punkt hat in der 
Folge zu mannigfachen Bedenken und EWIrterunEren Anlass 
gegeben. Der Erste, der dngegen einen Einwand erhob, war 
wohl Göpel in seiner Abhandlung im 85. Band von Crelle^% 
Journal (Theoriae Transcendentium Abelianarum primi ordinis 
adumbratio levis [1847]), die in einem der nächsten Bändchen 
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dieser Sammlung erschemen soll. In einer Redaotionsnote hat 
jedoch Jarobi diesen Einwand kurz zorflckgewicsen. 

Vollständige Einsicht in diese Frage, wenigstens soweit 
sie sieh anf die ^^e^sehen Transcendenten bezieht, ist aber 
schon in der grossen iStiemann'schen Abhandlung Aber Abel-' 
sehe Fnnetionen [Ch'elle^B Jonmal Bd. 54 1857) zu finden* 
Alles wird nnmittelbar ansehanlieh, wenn man die i2fema»n- 
sclien mehrblättrigen Flächen nnd die eonforme Abbildung zn 
Rathe zieht. Dann ergiebt sich, wie Hiemann in Art. 12 
nachgewiesen bat, dass durch ein einzelnes Integral erster 
Gattung vom Geschlechte p die einfach zusammenhängende 
Jltemanri sehe Fläche, in der die Abel' sehen Integrale ein- 
deutig dargestellt sind, auf ein endliches Flächenstück ab- 
gebildet wird, welches von p Paralielo^iammen begrenzt wird. 

Das Fiächenstück wird bei Verändernng des Argumentes 
um Perioden mit sich selbst congruent wiederholt, nnd diese 
Wiederholungen bedecken, wenn p grösser als 1 ist, die Ebene 
unendlich oft. Es entsteht also eine unendlich vieldeutige 
'2p fach periodische Fnnction, die aber in der Umgebung eines 
jeden einzelnen Werthes den Charakter einer analytischen 
Function hat. Diese 2j9faeh periodischen Functionen sind 
aber an sich keineswegs absurd, sondern sehr wohl definirt 
und verständlich. 

Es Ist jetzt wohl schwer noch festzustellen, welche Vor^ 
Stellung Jacobi Aber diesen Punkt hatte und wie seine kurzen 
Anssprttche in der Torliegenden Abhandlung zu verstehen sind. 
Dass er bereits eine der i?fma»»^schen fthnliche klare An- 
schauung hatte, halten wir nicht für wahrscheinlich. Wahr- 
scheinlich ist aber die von Hermite ansgesprochene Ansicht 
richtig, dass Jaroln dabei nur :in eindeutige aualv tische Func- 
tionen gedacht hat, die sich nach Art der elliptischen ver- 
halten. Dass es solche Functionen mit unendlich kleiner 
Periode nicht giebt, und dass also für diese JarobVs Aus- 
spruch vollständig zutreffend ist, können wir kurz so zeigen. 

Wenn f(z] eine ein werthige analytische Function des 
complexen Argumentes z ist und Zq eine beliebige nicht singu- 
läre Stelle, so lässt sich bekanntlich z in einer endlichen 
Umgebung von in eine Reihe der Form 

entwickeln. 
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Wenn nun alle Diöerentialqiiotienten /'[Zq]^ ^(^o)? • • • 
verschwinden, so ist f(z) eine Constante und jeder beliebige 
Werth kann als Periode betrachtet werden. AndenilViIts sc" 
/<*)(2ro) der erste nicht verschwindende Diftcrentialquotient 
Dann ist 

nnd^ nun kann man um den Ponkt dne Umgebung ab- 
grenzen, in der die rechte Seite dieses Ansdmcks fiberall yon 

Null verschieden ist. Hat nun aber f{z] eine unendlich kleine 

Periode, so giebt es in dieser Umgebung einen von z^^ ver- 
schiedenen Punkt z, fflr den f[z] = f[z^) ist, und dies er- 
giebt uns einen Widerspruch. 

Bei Functionen eines reellen Argumentes gentigt schon 
die Aunabme der Eindfi^fiffkeit und Stetigkeif. \\m die Un- 
möglichkeit einer unendlich kleinen reellen Periode bei nicht 
Constanten Functionen nachzuweisen. 

Wenn nämlich eine Function reellen Argumentes, f[x)^ 
eine nnendlich kleine Periode hat, so hat sie auch eine Periode, 
die jedem gegebenen Werth a beliebig nahe kommt. Denn 
ist p eine Periode, so läsat sich eine ganze Zahl m finden, 
so dass 

mp ^ a ^ + \)p i 

und mp ist eine Periode, die von a um veniger als p ab- 
steht. Wenn nun f[x] niebt constant ist, so können wir a 
für ein gegebenes so wählen, dass /{x^ 4- a) von f(x^ 
verschieden ist, also etwa 

worin a von Null verschieden ist. Nun giebt es aber in bo- 
liebiger Nähe von x^ + a Werthe von für die f[x] = /{x^) 
ist, und dies widerspricht der vorausgesetzten Stetigkeit. 

Unter der Periode einer mehrdeutigen l^unction ist eine 
constante Grösse zu versieben, um die man das Argument 
verändern kann, ohne dass die Gesammtheit der Functiom- 
werthe^ die zu einem Argumentwerthe gehören, sich ver- 
ändert. Nach dieser Festsetzung' ist der JacohihvAm Satz 
nicht bloss für einwerthige, sondern auch fflr melirvs erthige 
Functionen richtig, vcmvi nur die Anzabl der zu einem Ar- 
gument Werth gehörigen Functionswerthe endlich ist. . Man 
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braachty um dies einzusehen, die vorhergehenden Betraeh- 
tnngen nur auf die symmetrischen Functionen anzuwenden, 
die aus den yersehiedenen Functionswerthen zu bilden sind, 
specieli auf die Ooäffieienten der algebraischen Gleichung, 
deren Wurzeln diese Functionswerthe sind. Ist aber die Func- 
tion eine unendlich vieldeutige, dann versagen diese Scblllsse. 

Hierauf hat, ahne auf Miemann Bezug zu nehmen, Im 
Jahre 1863 Oasorati hingewiesen und auf anderem Wege 
gezeigt, dass unendlich vieldeutige Functionen von mehreren 
Perioden sehr wohl gebildet werden können (Comptcs rendus 
der Pariser Akademie Bd. 57. 58. 1863, 1804). In einer 
Note zu diesen Mittheilun^en Casorafis spricht llermite seine 
oben erwähnte Ueberzeugung über JanobiB Meinun? aus: »Es 
sei mir erlaubt, zu bemerken, dass midi meiner Ueberzeugung 
Jacobi nie andere (als eindeutige; Functionen im Auge ge- 
habt hat«. 

Casorati ist mehrfach auf den Gegenstand zurückgekom- 
men (man vgl, »Sopra il teorema di Jacobi riguardante la 
periodicitä etc.« Rendiconti del R. Istituto Lombarde 8er. II 
vol. XV 1882; »Les fonctions d'une seuie variable k nn nombre 
qnelconque de pöriodes« Mailand 1885, Acta Mathematica 
Bd. VIU 1886). 

Die entsprechenden Fragen für Functionen von mehreren 
Variablen sind näher untersucht worden von Eiemann (»Be- 
weis des Satzes, dass eine einwerthige, mehr als 2 »fach perio- 
dische Function von »Yerttnderlichen unmöglich ist«, Auszug 
ans einem Schreiben Riemann^^ an Weier strass vom 2G. Octo- 
ber 1859 [Crelle^ Journal Bd. 71]) und von JVcierstrass 
(Neuer Beweis eines Hauptsatzes der Theorie der periodischen 
Functionen von mehreren Veränderlichen, Monatsbericht der 
Berliner Akademie 1876 [aboredruckt mit einigen Noten iu 
der Sammlung »Abhandlungen aus der Functioneutkeorie« 
ßeilin ISSGl). 

Die Periodicität der Functionen mehrerer reellen Variablen 
hat Kronecker untersucht (äitzungöberichte der Berliner Aka- 
demie, 20. Nov. 1881). 

Im zweiten Theil der Abhandlung wird nun von Jacobi 
nachgewiesen, dass man, wenn man bei einem hyperelliptischen 
Integral erster Ordnung eine algebraische Function der Grenze 
als Function des Integrals auffasst, sechs versciiiedene Perioden 
erbftlt, die sich zwar auf vier, aber nicht auf eine noch ge- 
ringere Zahl zurückfahren lassen, und da er im ersten Theil 
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dargethan hat, dass Fanctiooen von vier Perioden, wie er sie 
sachty nioht existiren, so ist za schliessen, dass hier eine Cm- 
kehrung; wie sie bei den eUiptiBchen Integralen so elegante 
Resultate ergeben hat, nicht ansznffihren ist. Jacohi untei- 
sneht nun ferner die Frf^e, in welehem Sinne gleichwohl eine 
Yerallgemeinemng seiner Theorie der elliptischen Fonctionen 
möglich sei, nnd findet sie darin, dass er gleichseitig zwei 
Summen von je zwei dieser hyperelliptischen Integrale erster 
Gattung als nnabhängiga Variablen einfahrt. Die so definirten 
vierfach periodischen Functionen zweier unabhängiger Ver- 
änderlichen haben nichts, was dem Fnnctionsbe^ff wider- 
streitet. Dass auf diesem Wege aber wirklich eindeutige, 
analytische, vierfach periodische Functionen zweier Araumente 
gewoDueu werden, ist in der Jacobi'^thQn Abhaudlung uocii 
nicht nachgewiesen. Dies ist durch wirkliche Darstellung 
dieser Functionen von Mosefihaiu, unter directem Einfluss yod 
Jaeobij nnd davon unabhängig von Göpel geleistet. 

Auf ganz anderen Grundlagen und in sehr viel allge- 
meinerem Sinne ist dann die Theorie der ^ie/'schen Tran- 
scendenten, wie diese Umkehrungsfunctionen schon von Jacohi 
genannt wurden, von Weier strass und Riemann ausgebaut 
worden. {Weiersiretssj »Zur Theorie der Abel^Bchen Func- 
tionen«, Oreiys Journal Bd. 47 [1854], »Theorie der Abel- 
schen Functionen«, Ebenda Bd. 52 [1856]; Biemann, »Theorie 
der Abel'ichea Functionen«, Ebenda Bd. 54 [1857]). 
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